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4.4 Euler's Equation  

تستخدم هذه الطريقة لحل المعادلات التفاضلية من الرتبة الثانية او الرتب الأعلى وعندما يكون المضروب في 

 (𝒙)المشتقة هو متغير وليس ثابت، ولكن لاستخدام هذه الطريقة يجب ان تكون درجة اس المتغير المضروب 

 .(𝒚 ) مساوي لرتبة المشتقة المضروب بها

General form: 

𝒂𝒐 𝒙𝒏 𝒚𝒏 + 𝒂𝟏 𝒙𝒏−𝟏 𝒚𝒏−𝟏 +  … … … + 𝒂𝒏−𝟏 𝒙 �́� + 𝒂𝒏  𝒚 = 𝑹(𝒙) 

 

For example: 

𝑎𝑜 𝑥3  
𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
+ 𝑎1 𝑥2  

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑎2 𝑥 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑎3𝑦 = 𝑅(𝑥) … … … … … … (1)  3𝑡ℎ  𝑜𝑟𝑑𝑒𝑟 

 (𝑥)للتخلص من ال  (𝑡)بدلالة متغير وسطي نفرضه نحول هذه المعادلة الى معادلة ذات معاملات ثابتة 

 ومشتقاته عن طريق هذه الفرضية: (𝑦) المرافق لل

𝑙𝑒𝑡   𝒕 = 𝒍𝒏 𝒙     (𝑖. 𝑒.  𝒙 = 𝒆𝒕) 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑡
∙

𝑑𝑡

𝑑𝑥
           →        

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑡
∙

1

𝑥
         (Chain Rules) 

𝒙
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒅𝒚

𝒅𝒕
 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝑑𝑦

𝑑𝑡
∙

−1

𝑥2
+

1

𝑥
∙

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
∙

𝑑𝑡

𝑑𝑥
         →            

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

1

𝑥2
(

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
−

𝑑𝑦

𝑑𝑡
) 

𝒙𝟐
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
= (

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒕𝟐
−

𝒅𝒚

𝒅𝒕
) 

𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
=

1

𝑥2
(

𝑑3𝑦

𝑑𝑡3
∙

𝑑𝑡

𝑑𝑥
−

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
∙

𝑑𝑡

𝑑𝑥
) + (

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
−

𝑑𝑦

𝑑𝑡
)

−2

𝑥3
     →    

𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
=

1

𝑥2
(

𝑑3𝑦

𝑑𝑡3
∙

1

𝑥
−

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
∙

1

𝑥
) −

2

𝑥3
(

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
−

𝑑𝑦

𝑑𝑡
) 
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𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
=

1

𝑥3
(

𝑑3𝑦

𝑑𝑡3
− 3

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 2

𝑑𝑦

𝑑𝑡
) 

𝒙𝟑
𝒅𝟑𝒚

𝒅𝒙𝟑
= (

𝒅𝟑𝒚

𝒅𝒕𝟑
− 𝟑

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒕𝟐
+ 𝟐

𝒅𝒚

𝒅𝒕
) 

Substitute  𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
, 𝑥2

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
, 𝑥3

𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
   in equation (1): 

𝑎𝑜  (
𝑑3𝑦

𝑑𝑡3
− 3

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 2

𝑑𝑦

𝑑𝑡
) + 𝑎1 (

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
−

𝑑𝑦

𝑑𝑡
) + 𝑎2

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 𝑎3𝑦 = 𝑅(𝑡) 

𝑎𝑜  
𝑑3𝑦

𝑑𝑡3
+ (𝑎1 − 3𝑎𝑜)

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ (2𝑎𝑜 − 𝑎1 + 𝑎2)

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 𝑎3𝑦 = 𝑅(𝑡) 

)حل معادلة  ن، فحلها تتكون من جزئييالتفاضلية بالمعاملات الثابتةتحل هذه المعادلة بنفس أسلوب حل المعادلة 

وبعد الوصول لحلول المعادلة . (𝑡)ولكن بدلالة المتغير  ((𝑌) ة( و)حل معادلة الغير متجانس(𝑦𝑐)المتجانسة

𝑡من خلال الفرضية:   (𝑥)نحولها مرة أخرى بدلالة ال = 𝑙𝑛 𝑥. 

Example (1): Find the general solution of the differential equation: 

𝒙𝟐  
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
+ 𝟑𝒙 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒚 = 𝟐𝒙 

Solve: 

Solve by Euler's Equation 

𝑙𝑒𝑡   𝑡 = ln 𝑥    (𝑖. 𝑒:  𝑥 = 𝑒𝑡) 

𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑡
 

𝑥2
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= (

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
−

𝑑𝑦

𝑑𝑡
) 

Substitute  𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
,   𝑥2

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
,   𝑥  in above differential equation: 

(
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
−

𝑑𝑦

𝑑𝑡
) + 3

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 𝑦 = 2𝑒𝑡 

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 2

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 𝑦 = 2𝑒𝑡 

𝑚2 + 2 𝑚 + 1 = 0      
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𝑚1,2 =
−𝑏 ± √𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
 

𝑚1,2 =
−2 ± √22 − 4 × 1 × 1

2 × 1
= −1        →        ∴ 𝑚1 = 𝑚2 = 𝑚 = −1 

𝑦𝑐 = 𝑐1 𝑒𝑚𝑡 + 𝑐2 𝑡𝑒𝑚𝑡 

𝑦𝑐 = 𝑐1 𝑒−𝑡 + 𝑐2𝑡 𝑒−𝑡 

 𝐿𝑒𝑡  𝑌 = 𝐴 𝑒𝑡 ,      �́� = 𝐴 𝑒𝑡 ,         �́́� = 𝐴 𝑒𝑡 

𝐴 𝑒𝑡 + 2𝐴 𝑒𝑡 + 𝐴 𝑒𝑡 = 2 𝑒𝑡 

4𝐴 𝑒𝑡 = 2𝑒𝑡       →          𝐴 =
1

2
       →       𝑌 =

1

2
 𝑒𝑡 

∴ 𝑦 = 𝑐1 𝑒−𝑡 + 𝑐2𝑡 𝑒−𝑡 +
1

2
 𝑒𝑡 

𝑏𝑢𝑡:  𝑡 = ln 𝑥 

𝑦 = 𝑐1 𝑒− ln 𝑥 + 𝑐2 ln 𝑥  𝑒− ln 𝑥 +
1

2
 𝑒ln 𝑥 

∴ The general solution:    𝑦 = 𝑐1  
1

𝑥
+ 𝑐2

ln 𝑥

𝑥
+

1

2
 𝑥 

Example (2): Find the general solution of the differential equation: 

𝒙𝟑�́́́� + 𝟒𝒙𝟐�́́� − 𝟓𝒙 �́� − 𝟏𝟓𝒚 = 𝟎 

Solve: 

Solve by Euler's Equation 

𝑙𝑒𝑡   𝑡 = ln 𝑥    (𝑖. 𝑒:  𝑥 = 𝑒𝑡) 

𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑡
 

𝑥2
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= (

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
−

𝑑𝑦

𝑑𝑡
) 

𝑥3
𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
= (

𝑑3𝑦

𝑑𝑡3
− 3

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 2

𝑑𝑦

𝑑𝑡
) 

Substitute  𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
, 𝑥

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
, 𝑥

𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
  in above equation: 
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(
𝑑3𝑦

𝑑𝑡3
− 3

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 2

𝑑𝑦

𝑑𝑡
) + 4 (

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
−

𝑑𝑦

𝑑𝑡
) − 5

𝑑𝑦

𝑑𝑡
− 15𝑦 = 0 

𝑑3𝑦

𝑑𝑡3
+

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
− 7

𝑑𝑦

𝑑𝑡
− 15𝑦 = 0 

𝑚3 + 𝑚2 − 7 𝑚 − 15 = 0      

𝑙𝑒𝑡 𝑚 = 1    →     1 + 1 − 7 − 15 = −20 ≠ 0         ∴ 𝑛𝑜𝑡 𝑜𝑘 

𝑙𝑒𝑡 𝑚 = 2    →    8 + 4 − 14 − 15 = −17 ≠ 0         ∴ 𝑛𝑜𝑡 𝑜𝑘 

𝑙𝑒𝑡 𝑚 = 3    →    27 + 9 − 21 − 15 = 0         ∴ 𝑜𝑘 

(𝑚 − 3)(𝑚2 + 4 𝑚 + 5) = 0 

𝑚 − 3 = 0      →        𝑚1 = 3 

𝑚2 + 4 𝑚 + 5 = 0       → 

𝑚2,3 =
−𝑏 ± √𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
 

𝑚2,3 =
−4 ± √16 − 20

2
= −2 ± 𝑖 

𝑦 = 𝑐1 𝑒𝑚𝑡 + 𝑒𝑃𝑡(𝑐2 cos 𝑞𝑡 + 𝑐3 sin 𝑞𝑡) 

𝑦 = 𝑐1 𝑒3𝑡 + 𝑒−2𝑡(𝑐2 cos 𝑡 + 𝑐3 sin 𝑡) 

𝑏𝑢𝑡:  𝑡 = ln 𝑥 

𝑦 = 𝑐1 𝑒3 ln 𝑥 + 𝑒−2 ln 𝑥(𝑐2 cos(ln 𝑥) + 𝑐3 sin(ln 𝑥)) 

∴ The general solution:    𝑦 = 𝑐1 𝑥3 +
1

𝑥2
(𝑐2 cos(ln 𝑥) + 𝑐3 sin(ln 𝑥)) 

H.W: Find the general solution of the differential equation: 

𝟏) 𝟐𝒙𝟐 �́́� + 𝟓𝒙 �́� + 𝒚 = 𝟑𝒙 + 𝟐 

𝐀𝐧𝐬: 𝑦 = 𝑐1  
1

√𝑥
+ 𝑐2

1

𝑥
+

1

2
 𝑥 + 2 

𝟐) 𝒙𝟑 �́́� + 𝒙𝟐 �́� − 𝒙 𝒚 = 𝟑𝒙𝟑 

𝐀𝐧𝐬: 𝑦 = 𝑐1 𝑥 + 𝑐2

1

𝑥
+ 𝑥2 


