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4.2.2 Method of Variation of Parameters  

محدد محدد او غير الطريقة عندما تكون الدالة في الطرف الأيمن من المعادلة التفاضلية تمتلك عدد هذه تستخدم 

 من المشتقات المستقلة خطيا.

𝑦́́ + 𝑃(𝑥)𝑦́ + 𝑄(𝑥)𝑦 = 𝑅(𝑥) 

𝑦 = 𝑦𝑐 + 𝑌          حل المعادلة  

𝑦𝑐 = 𝑐1 𝑦1 + 𝑐2 𝑦2 

 دالة تشبه حل المعادلة المتجانسة مع تغيير الثوابت.(𝑌) نفرض ال

𝑙𝑒𝑡 𝒀 = 𝒖𝟏 𝒚𝟏 + 𝒖𝟐 𝒚𝟐 

𝑌́ = 𝑢1 𝑦́1 + 𝑢1́ 𝑦1 + 𝑢2 𝑦́2 + 𝑢́2 𝑦2 

 لتبسيط الحل نفرض:

𝑢1́ 𝑦1 + 𝑢́2 𝑦2 = 0 … … … … … … … … (1) 

∴ 𝑌́ = 𝑢1 𝑦́1 + 𝑢2 𝑦́2 

𝑌́́ = 𝑢1 𝑦́́1 + 𝑢1́ 𝑦́1 + 𝑢2 𝑦́́2 + 𝑢́2 𝑦́2 

Sub  𝑌, 𝑌́, 𝑌́́ in Non − homogenous equations: 

(𝑢1 𝑦́́1 + 𝑢1́ 𝑦́1 + 𝑢2 𝑦́́2 + 𝑢́2 𝑦́2) + 𝑃(𝑥)(𝑢1 𝑦́1 + 𝑢2 𝑦́2) + 𝑄(𝑥)(𝑢1 𝑦1 + 𝑢2 𝑦2) = 𝑅(𝑥) 

𝑢1(𝑦́́1 + 𝑃(𝑥)𝑦́1 + 𝑄(𝑥)𝑦1) + 𝑢2(𝑦́́2 + 𝑃(𝑥)𝑦́2 + 𝑄(𝑥)𝑦2) + 𝑢1́ 𝑦́1 + 𝑢́2 𝑦́2 = 𝑅(𝑥) 

𝑏𝑢𝑡     𝑦́́1 + 𝑃(𝑥)𝑦́1 + 𝑄(𝑥)𝑦1 = 0    𝑎𝑛𝑑     𝑦́́2 + 𝑃(𝑥)𝑦́2 + 𝑄(𝑥)𝑦2 = 0 

𝑢1́ 𝑦́1 + 𝑢́2 𝑦́2 = 𝑅(𝑥) … … … … … … … . (2) 

to find 𝑢1́ and 𝑢́2: 

𝑓𝑟𝑜𝑚 𝑒𝑞𝑢. (1) 𝑢1́  =
−𝑢́2 𝑦2

𝑦1
    𝑠𝑢𝑏 𝑖𝑛 𝑒𝑞𝑢. (2): 

−𝑢́2 𝑦2

𝑦1
 𝑦́1 + 𝑢́2 𝑦́2 = 𝑅(𝑥)    ] × 𝑦1 

𝑢́2 (𝑦1𝑦́2 − 𝑦́1𝑦2 ) = 𝑅(𝑥)𝑦1 
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 على:بعد ترتيب المعادلة والتعويض نحصل 

 𝑢1́ =
−𝑦2

 (𝑦1𝑦́2 − 𝑦́1𝑦2 )
 𝑅(𝑥)    →      𝒖𝟏 = ∫

−𝒚𝟐

 (𝒚𝟏𝒚́𝟐 − 𝒚́𝟏𝒚𝟐 )
 𝑹(𝒙)  𝒅𝒙 

𝑢́2 =
𝑦1

 (𝑦1𝑦́2 − 𝑦́1𝑦2 )
 𝑅(𝑥)     →   ∴ 𝒖𝟐 = ∫

𝒚𝟏

 (𝒚𝟏𝒚́𝟐 − 𝒚́𝟏𝒚𝟐 )
 𝑹(𝒙)  𝒅𝒙  

𝒀 = 𝒖𝟏 𝒚𝟏 + 𝒖𝟐 𝒚𝟐 

Example (1): Find the complete solution of the differential equation: 

𝒚́́ +  𝒚 = 𝐬𝐞𝐜 𝒙 

Solve: 

𝑦́́ +  𝑦 = 0 

𝑚2 +  1 = 0     →       𝑚2 = −1 

∴ 𝑚1,2 = ±𝑖 = 𝑃 ± 𝑞𝑖 

∴ 𝑦𝑐 = 𝑒𝑃𝑥(𝐴 cos 𝑞𝑥 + 𝐵 sin 𝑞𝑥) = 𝑒0𝑥(𝐴 cos 𝑥 + 𝐵 sin 𝑥)  

∴ 𝑦𝑐 = 𝐴 cos 𝑥 + 𝐵 sin 𝑥  

𝑌 = 𝑢1 𝑦1 + 𝑢2 𝑦2 = 𝑢1  cos 𝑥 + 𝑢2  sin 𝑥    

𝑦1 = cos 𝑥 ,   𝑦2 = sin 𝑥  , 𝑅(𝑥) = sec 𝑥 

𝑢1  = ∫
−𝑦2

 (𝑦1𝑦́2 − 𝑦́1𝑦2 )
 𝑅(𝑥) 𝑑𝑥 

𝑢1 = ∫
− sin 𝑥

 (cos 𝑥 cos 𝑥 − (− sin 𝑥) sin 𝑥 )
 sec 𝑥 ∙ 𝑑𝑥 = ∫

− sin 𝑥

 1
×

1

cos 𝑥
∙ 𝑑𝑥 

𝑢1 = ∫
− sin 𝑥

 cos 𝑥
∙ 𝑑𝑥         →      𝑢1 = ln(cos 𝑥)  

𝑢2 = ∫
𝑦1

 (𝑦1𝑦́2 − 𝑦́1𝑦2 )
 𝑅(𝑥) ∙ 𝑑𝑥 

𝑢2 = ∫
cos 𝑥

 (cos 𝑥 cos 𝑥 − (− sin 𝑥) sin 𝑥 )
 sec 𝑥 ∙ 𝑑𝑥 = ∫

cos 𝑥

 1
×

1

cos 𝑥
∙ 𝑑𝑥 

𝑢2 = ∫ 1 ∙ 𝑑𝑥         →      𝑢2 = 𝑥  

∴ 𝑌 = ln(cos 𝑥) cos 𝑥 + 𝑥 sin 𝑥 

∴ The complete solution:    𝑦 = 𝐴 cos 𝑥 + 𝐵 sin 𝑥 + ln(cos 𝑥) cos 𝑥 + 𝑥 sin 𝑥 
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Example (2): Find the complete solution of the differential equation: 

𝒚́́ − 𝟑𝒚́ + 𝟐𝒚 = 𝒆𝟑𝒙 

Solve: 

𝑦́́ − 3𝑦́ + 2𝑦 = 0 

𝑚2 − 3𝑚 + 2 = 0   

(𝑚 − 2)(𝑚 − 1) = 0          ⟹           ∴ 𝑚1 = 2,    𝑚2 = 1 

𝑦𝑐 = 𝑐1 𝑒𝑚1𝑥 + 𝑐2 𝑒𝑚2𝑥 

∴ 𝑦𝑐 = 𝑐1 𝑒2𝑥 + 𝑐2 𝑒𝑥 

𝑌 = 𝑢1 𝑦1 + 𝑢2 𝑦2 = 𝑢1 𝑒2𝑥 + 𝑢2 𝑒𝑥    

𝑦1 = 𝑒2𝑥,   𝑦2 = 𝑒𝑥 , 𝑅(𝑥) = 𝑒3𝑥 

𝑢1  = ∫
−𝑦2

 (𝑦1𝑦́2 − 𝑦́1𝑦2 )
 𝑅(𝑥) 𝑑𝑥 

𝑢1 = ∫
−𝑒𝑥

 (𝑒2𝑥𝑒𝑥 − 2𝑒2𝑥𝑒𝑥 )
 𝑒3𝑥 ∙ 𝑑𝑥 = ∫

−1

−𝑒2𝑥
 𝑒3𝑥 ∙ 𝑑𝑥 = ∫ 𝑒𝑥 ∙ 𝑑𝑥 

𝑢1 = 𝑒𝑥 

𝑢2 = ∫
𝑦1

 (𝑦1𝑦́2 − 𝑦́1𝑦2 )
 𝑅(𝑥) ∙ 𝑑𝑥 

𝑢2 = ∫
𝑒2𝑥

 (𝑒2𝑥𝑒𝑥 − 2𝑒2𝑥𝑒𝑥 )
 𝑒3𝑥 ∙ 𝑑𝑥 = ∫

1

−𝑒𝑥
𝑒3𝑥 ∙ 𝑑𝑥 = ∫ −𝑒2𝑥 ∙ 𝑑𝑥 

𝑢2 = −
1

2
𝑒2𝑥 

∴ 𝑌 = 𝑒𝑥 𝑒2𝑥 −
1

2
𝑒2𝑥 𝑒𝑥 =  

1

2
𝑒3𝑥 

∴ The complete solution:    𝑦 = 𝑐1 𝑒2𝑥 + 𝑐2 𝑒𝑥 +
1

2
𝑒3𝑥 

H.W: Find the complete solution of the differential equation: 

1) 𝑦́́ +  𝑦 = sin2 𝑥 

𝐀𝐧𝐬: 𝑦 = 𝐴 cos 𝑥 + 𝐵 sin 𝑥 + (cos 𝑥 −
1

3
cos3 𝑥) cos 𝑥 +

1

3
sin4 𝑥 


